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Sissejuhatus

Kéesolev dppematerjal on tilemastme arvuteooria tilesannete lahendamismee-
todite harjutamiseks mdoeldud teine toovihik. Selles on palju kongruentsidega
seotud tilesandeid (neist suur osa on ka tdieliku lahendusega).



Kongruentsid

Definitsioon 1. Kaht tdisarvu a ja b nimetatakse kongruentseks mooduli m

jargi (ehk modulo m), kui arvude a ja b jagamisel positiivse tdisarvuga m saame
tihe ja sama jaagi (st leiduvad sellised tdisarvud g1, g2 ja 7, et a = mg; +7r ja

b =mqgy +r,kus 0 < r < m),jatdhistatakse

a=b (mod m).
Miirkus. Definitsioonist otseselt jareldub, et

e arvu a kongruentsus nulliga mooduli m jargi on samavddrne sellega, et
arv a jagub arvuga m, st m | a parajasti siis, kuia = 0 (mod m);

e tdisarvud a ja b on kongruentsed mooduli m jdrgi parajasti siis, kui
m | a — b (voib lugeda alternatiivseks definitsiooniks);

e tdisarvud a ja b on kongruentsed mooduli m jargi siis ja ainult siis, kui
tiks arv erineb teisest mooduli kordse vorra, st leidub selline tiisarv ¢, et
a = b + mt (see on samuti alternatiivne definitsioon);

e kui m 1 a — b, siis tiisarvud a ja b ei ole kongruentsed mooduli m jargi, st
a#b (mod m).

Ulesanne 2. Olgu a, b ja m sellised positiivsed tiisarvud, mille korral leiduvad
sellised tdisarvud q1, g2, 71 ja 2, et

a=mgi+r ja b=mg+r,
kus 0 < 11,7, < m. Toestage, eta = b (mod m) parajasti siis, kui r; = 7.

Lahendus.




Ulesanne 3. Kaks sdpra mingivad "tikuméangu", mille reeglid on jargmised: ti-
kutoosis on 50 tikku, iga méangija voib korraga dra votta 1 kuni 5 tikku, kdiakse
kordamooda ning kaotab see, kes votab tikutoosist viimase tiku. Kongruentsi
mdistet kasutades kirjeldage esimese méngija voitvat strateegiat.

Lahendus.

Lause 4. Olgu a, b, ¢ ja d tidisaroud ning olgu m positiivne tiisarv. Siis kehtivad
jargmised omadused:

a) a =a (mod m) (refleksiivsus);
b) kuia=b (mod m) jab=c (mod m), siisa = ¢ (mod m) (transitiivsus);
c) kuia=0b (mod m), siisb = a (mod m) (siimmeetrilisus);

d) kuia =b (mod m), siisc = d (mod m) parajasti siis, kui
a+c=b+d (mod m);

e) kuia =b (mod m),siisc =d (mod m) parajasti siis, kui ac = bd (mod m).

Mirkus. Kongruentsid on samavdadrsed, kui nende kongruentside lahendite
hulgad on vordsed.

Toestus. Iga viite toestamisel kasutame alternatiivset definitsiooni:
a=b (mod m) parajastisiis, kui m |a—b.

a) Kuna iga positiivse arvu m korral m | 0, siis m | a — a, millest saame, et
a=a (mod m).

b) Tingimustesta = b (mod m) jab = ¢ (mod m) jareldub, et m | a — b ja
m | b—c.Kuna

a—c=a—-b+b—c=(a—-b)+(b—0c),
——— =

.m .m

siis m | a — c ja definitsiooni pdhjal a = ¢ (mod m).
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c) Kuia =0 (mod m),siism |a—bjam | —(a—b) =b—a, millestb =a
(mod m).

d) Tingimusa = b (mod m) on samavéérne tingimusega m | a — b. Kuna
a+c—(b+d) =(a—">b)+(c—4d),
(b+d)=(a—Db)+(c—d)

.m

siism | a+c— (b+ d) parajasti siis, kui m | ¢ — d, millest jareldub, et
kongruentsid c = d (mod m)jaa+c=b+d (mod m) on samavairsed.

e) Tingimuseda =b (mod m)jac=d (mod m) on samavaarsed tingimus-
tegam |a—Dbjam|c—d. Kuna

ac—bd =ac—cb+cb—bd=c(a—b)+b(c—4d),
SN—— SN——

siism | ac — bd ja ac = bd (mod m). O

Miirkus. Olgu k positiivne tdisarv ning olgu iga i € {1,2,...,k} korral a; ja b;
taisarvud. Siis kehtivad jargmised omadused:

e kuia; =b; (mod m)igaie {1,2,...,k} korral, siis

Mmt+a+...+tar=by+b+...+ by (mod m);

e kuia; =0b; (mod m)igaie€ {1,2,...,k} korral, siis

(11'(12'...'(1kEb1-b2'...'bk (mod m)

Need omadused on lihtsalt tdestatavad lause 4 viidete d) ja e) abil.

Ulesanne 5. Olgu a, b, c ja d tiisarvud ning olgu m positiivne taisarv. Toestage
jargmised omadused:

a) kuia =b (mod m), siisc = d (mod m) parajasti siis, kui
a—c=b—d (mod m);

b) kuia = b (mod m), siis ak = bk (mod m) mis tahes tdisarvu k korral;

¢) kui taisarvud k ja m on thistegurita, siis 2 = b (mod m) on samavéédrne
kongruentsiga ak = bk (mod m);
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d) kuia = b (mod m) ja k on selline positiivne tédisarv, etk | m, siisa = b
(mod k);

e) a = b (mod m) parajasti siis, kui ak = bk (mod mk) iga positiivse taisar-
vu k korral;

f) kuia = b (mod m), siis a* = b* (mod m) mis tahes positiivse tdisarvu k
korral.

Toestus.

Miirkus. Kongruentside lahendamine oluliselt erineb algebraliste vorduste
teisendamisest.

e Algebras vordusest 4a = 4b jareldub vordus a = b. Kongruentside keeles
viitest 4a = 4b (mod 6) ei jareldu vdide a = b (mod 6) (vt iilesanne
5 ¢)). Teiselt poolt kongruentsid 4a = 4b (mod 7) jaa = b (mod 7) on
samavdaarsed (vt tilesanne 5 ¢)).

e Algebras vordusest ab = 0 jareldub, et kasa = 0 vdi b = 0. Aga kong-
ruentsist ab = 0 (mod m) ei saa jareldada, et kas 2 = 0 (mod m) voi
b =0 (mod m). Néiteks 3-5=0 (mod 15),aga3 # 0 (mod 15)ja5 # 0
(mod 15).



Lause 6. Olgu a ja b tdisaroud ning olqu k, m ja m; iga i € {1,2,...,k} korral
positiivsed tidisarvud. Siis kehtivad jargmised omadused:

a) ak = bk (mod m) parajasti siis, kui

b)

m

=p (mod ——"—
! (mod S

);

a="b (mod m;)igai € {1,2,...,k} korral parajasti siis, kui

a=b (mod VUK(my,my,...,my)).

Toestus.

a)

b)

Tingimus ak = bk (mod m) on samavéérne tingimusega
m | ak — bk = k(a —b),

mis jaguvuse definitsiooni pdhjal kehtib parajasti siis, kui leidub selline
taisarv ¢, et k(a — b) = mc. Kuna SUT(m, k) jagab arve m ja k, siis saame
viimase vordusega samavdarse vorduse

k m

———(a—b) = ———,

SUT (m, k) SUT(m, k)
kus SUT ( = , —= m ) = 1. Saadud vordus kehtib parajasti

SUT(m, k) SUT(m, k)
siis, kui L |a—behka=0b (mod L) Veenduge selles!
SUT(m, k) SUT(m, k)

Tarvilikkus. Kunaa = b (mod m;) igai € {1,2,...,k} korral, siism; | a —b

samutiigai € {1,2,...,k} korral. Seegaa —bonarvudem;,i =1,2,...,k,
tithiskordne, mis alati jagub vdahima tihiskordsega, st

VUK(my,my, ..., my) | a—b.
Piisavus. Kehtigu
a=b (mod VUK(my,my,...,my))

ehk VUK (my, my,...,my) | a—b. Kuna m; | VUK(my,my,...,my) igai €
{1,2,...,k} korral, siis m; | a — b samutiigai € {1,2,...,k} korral. O



Miirkus. Lause 6 a) osa viite pohjal saab kongruentsi pooli jagada.

e Naiiteks, kongruentsi 2n = 8 (mod 4) korral jagaja (st arvu 2) ja mooduli
(st arvu 4) suurim tihistegur vordub 2-ga, seega n = 4 (mod 2) on antud
kongruentsiga samavdadrne.

e Kongruentsi 2n = 8 (mod 5) korral jagaja on mooduliga tihistegurita,
seega sama mooduli korral saab selle kongruentsi pooli 2-ga jagada (st
n =4 (mod 5)), kusjuures lahendite hulk jaab samaks.

Kuna 35 = VUK(5,7), siis lause 6 b) osa viite pohjal, nditeks, kongruents
2n =9 (mod 35) on samavairne kongruentside siisteemiga

2n=9 (mod 5)
2n =9 (mod 7).

Taisarvude a ja b korral kongruentsi an = b (mod m) lahendamine téisarvu n
suhtes on samavddrne tdisarvu n voimalike jadkide leidmisega jagamisel moo-
duliga m.

Nidide 7. Lahendame kongruentsi
42n =12 (mod 90),

st leiame, millised jadagid voivad tekkida arvu n jagamisel antud mooduliga 90.
Jagades kongruentsi 1abi 6-ga (vt tilesanne 5 e)), saame samavéérse kongruentsi

7n =2 (mod 15).

Kuna arvud —2 ja 15 on thistegurita, siis korrutades kongruentsi molemad
pooled arvuga —2 (vt iilesanne 5 c)) saame

—14n = —4 (mod 15).

Sellest, et 15n = 15 (mod 15), lause 4 d) pdhjal saame antud kongruentsiga
samavddrse kongruentsi
n=11 (mod 15).

Seega jagamisel arvuga 90 arvu n voimalikud jadgid on kujul 0 < 15t 411 < 90,
kus t on taisarv. Jarelikult

x =11,26,41,56,71,86 (mod 90).



Ulesanne 8. Lahendage kongruentsid
a) 55n =35 (mod 9); b) 551 =35 (mod 75); ¢) 5517 =36 (mod 75).
Lahendus.

Lause 9. Olgu a ja b iihistegurita tidisaroud ning m positiivne tiisarv. Siis leiduvad
sellised tiisarvud s ja t, et
sa+th =1,

Toestus. Vaatleme hulka
K = {ua+vb | u ja v on tdisarvud}.

Olgu k hulga K vahim positiivne element. Siis leiduvad positiivsed tdisarvud s
ja t, mille korral
k = sa + tb.

Kui jagame arvud a ja b arvuga k, siis saame tdisarvud g1, g2, 1 ja 12 nii, et
a=qik+rjab=qgk+ry,kus0<ry,r <k Kuna
rn=a—qk=a—q(sa+th)=(1—qs)a+ (—qt)b € K
ja
ro=b—gk=b—qgx(sa+tb) = (—qas)a+ (1 —qt)b €K,

siis k valiku ja vorratuse 0 < 1,72 < k pdhjal vdoime jareldada, et 1 = r, = 0.
Seega a = q1kjab = gk ehk k | ajak | b. Kuna a ja b on iihistegurita, siis
k=1. O



Anname niitid tarviliku ja piisava tingimuse selleks, et kongruentsil an = b
(mod m) leiduks lahend.

Lause 10. Kongruentsil an = b (mod m) leidub lahend parajasti siis, kui
SUT(a,m) | b.

Toestus. Olgu d = SUT(a, m).
Tarvilikkus. Leidugu kongruentsil an = b (mod m) lahend. Siis leidub téisarv ¢
nii,etan = b+ mt. Kunad | anjad | mt,siiskad | b.

Piisavus. Kehtigu d | b. Kuna m ja ? on tihistegurita, siis lause 9 pohjal leiduvad

. o d” d
tdisarvud s ja t nii, et
s + 2 =1
d d 7
Olgu b = dk mingi tdisarvu k korral. Siis saame eelmise vordusega sama-

vadrsed vordused sm + ta = d ja smk + tak = dk = b. Seega
an = smk + tak  (mod m),

an = tak (mod m),
m

n=tk (mod E)'

millest jareldubki, et lahend leidub. [

Nidide 11. Lahendame kongruentside siisteemi

5a+7b=3 (mod 17)
2a+3b= -2 (mod 17).

Kuna arvud 2 ja —5 on arvuga 17 iihistegurita, siis esimese kongruentsi mole-

mad pooled vdime korrutada 2-ga ja teise kongruentsi mélemad pooled korru-
tada —5-ga. Saame samavéairse siisteemi

10a+14b=6 (mod 17)
—10a —15b =10 (mod 17).

Liites kongruentside vastavad pooled saame —b = 16 (mod 17), millest
b=1 (mod 17). Seega antud siisteem on samavéérne siisteemiga

b=1 (mod 17)
2a+3b= -2 (mod 17).
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Kuna b = 1 (mod 17), siis 24 + 3 = —2 (mod 17), mis on samavé&édrne kong-
ruentsiga 2a = —5 (mod 17). Et ervud 9 ja 17 on iihistegurita, siis 184 = —45
(mod 17). Lahutades viimasest 17a = —51 (mod 17) saame a = 6 (mod 17).

Ulesanne 12. Lahendage kongruentside siisteem

8a+5b=1 (mod 13)
40+3b =3 (mod 13).

Lahendus.

Kasutame niitid eespool tdestatud kongruentside omadusi jaguvusiilesannete
lahendamisel.

Nadide 13. Naitame, et
a) 7 | 2006 - 2007 - 2008 — 20082 ja
b) 8 | 2009%9% — 1.

Kodigepealt leiame, millise jadgi annavad arvud 2006, 2007 ja 2008 jagamisel 7-
ga. Saame

2006=4 (mod7), 2007=5 (mod7) ja 2008=6 (mod7),
millest jareldub, et

2006 - 2007 - 2008 — 2008> = 4-5-6 — 6> (mod 7),
4-5.-6—6° 84 (mod 7),
84 0 (mod 7).

Seega 2006 - 2007 - 2008 — 2008> = 0 (mod 7), mis on viitega samavéaarne.
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Sellest, et 2009 = 1 (mod 8), saame

200978 —1 = 1% _1 (mod 8),
1% -1 = 0 (mod 8)

millest jareldub 2009%°%® — 1 =0 (mod 8) ehk 8 | 2009%°% — 1,
Ulesanne 14. Tdestage, et
a) 2007 [ 1-2-...-1003 4+ 1004 - 1005 - ... - 2006 ja
b) 7 | 2222%%° 4 55552222,

Toestus.

Ulesanne 15. Toestage, et kui positiivsete tiisarvude a ja b korral ab + 1 jagub
arvuga 24, siis jagub ka a + b arvuga 24.

Toestus.
Tdestamiseks piisab ndidata, et a + b jagub arvudega 3 ja 8 (vt tilesanne 5 b))
ehka+b=0 (mod 3)jaa+b=0 (mod 8).

a) Kunaab+1=0 (mod 3),siisab = —1 = 2 (mod 3). Viimasest jareldub,

et peaks kehtima kas
a=1 (mod 3)
b=2 (mod 3)
vOi
a=2 (mod 3)
{b =1 (mod 3)
Mblemal juhula +b =3 =0 (mod 3).

b) Juhtumita + b =0 (mod 8) tdestage ise!
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Niide 16. Toestame, et mis tahes positiivse tdisarvu n korral
N =17"—-12" — 24" 419"

jagub arvuga 35. Kuna 35 = VUK(5,7), siis voime eraldi niidata, et 5 | N ja
7 | N:

e 5| N, sest
N = 17" —12" - 24"+ 19" (mod 5)
= 2"-2"—4"4+4" (mod 5)
= 0 (mod 5).
e 7| N, sest

N = 17" - 12" - 24"+ 19" (mod 7)
3" —-5"—-3"4+5" (mod 7)
= 0 (mod 7).

Ulesanne 17. Toestage, et mis tahes paaritu positiivse tiisarvu # korral summa
5" 411" + 17" jagub arvuga 33.

Toestus.

Niide 18. Tdestame, et mis tahes positiivse tdisarvu n korral
13 | 342 4 4211
Paneme tdhele, et mis tahes positiivse tdisarvu n korral
32 =9.3"= —4-3" (mod 13)
ja
421 =4.16"=4-3" (mod 13).

Kokkuvottes saame, et

32 44t = _4.3"+4.3"=0 (mod 13).
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Ulesanne 19. Testage, et mis tahes positiivse tiisarvu n korral
a) 27 | 251 4 5142
b) 43 | 62 4 721+1,

Lahendus.

Selleks, et leida antud arvu nditeks k > 1 viimast numbrit, piisab kongruentside
abil leida, millise ja4gi annab see arv jagamisel 10%-ga.

Niide 20. Leiame arvu 77 viimase numbri. Selleks otsime, millise jddgi annab
see arv jagamisel 10-ga. Kdigepealt uurime, kas leidub arvu 7 aste, mis jaga-
misel 10-ga annaks jaagi 1:

N |
N
Il

—1 (mod 10),
= 3 (mod 10),
7 = 1 (mod 10).

N |
(@8]
Il

Jarelikult 7* = 1 (mod 10) ja mis tahes positiivse taisarvu k korral
(74)k =1"=1 (mod 10).
Seega peame leidma, millise ja4gi annab arvu 7 astendaja 7’ jagamisel 4-ga:
7=(77)’-7=17=7=3 (mod 4).

Seega leidub selline taisarv t, et 7 = 4t + 3. Niiiid vdime leida arvu 77 viimase
numbri: ] t
7' =73 = (7). 7°=1"-3=3 (mod 10).
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Ulesanne 21. Leidke arvu
a) 777777

o ((((e7)))

viimane number.
Lahendus.

7

Ulesanne 22. Leidke

32009

a) arvu viimane number,

b) arvu 3% kaks viimast numbrit.
Lahendus.

a) Lahendage ise!

b) Et leida arvu 3'% kaks viimast numbrit, peame leidma arvu 3'°° jaagi
modulo 100. Sellest, et 3> = 9 = 10 — 1, jareldub

31000 = 900 = (10 — 1)°®  (mod 100).
Kasutades binoomvalemit saame
(10 -1 =10%-(...) =500-10+1=1 (mod 100).
Seega arvu 3'" kaks viimast numbrit on 01.
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. ) 4,
Ulesanne 23. Leidke arvu 14" viimane number.

Lahendus.

Nidide 24. Leiame, millise jadgi annab arv 22°%

17 = 2* 4+ 1, millest 2* = —1 (mod 17), siis

) 502

+ 1 jagamisel 17-ga. Kuna

2204 1=2.-(2)"+1=2- (=12 +1=3 (mod 17).

Mbnede tiilesannete lahendamisel on tarvis kasutada jargmist vaga lihtsat vi-
det: iga arv on kongruentne enda numbrite summaga mooduli 9 jargi.

Niide 25. Arvu 2% kiimnendesituses on 9 erinevat numbrit ja iga number
esineb selles kiimnendesituses ainult tihe korra. Leiame, mis number puudub.

Mairkame, et iihelt poolt kdigi numbrite summa
0+1+2+...+9=45

jagub 9-ga. Teiselt poolt, kasutades 2° = —1 (mod 9), saame
29 =22.(2%)"=4.(-1)°= -4 (mod 9).

Seega arvu 2%’ kiimnendesituses puudub number 4.

Ulesanne 26. Olgu 1 positiivne tiisarv ja m arvu n numbrite timberjérjestamisel
saadud positiivne tdisarv. Toestage, et n — m alati jagub 9-ga.

Lahendus.
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Niide 27. Olgu ap = 2ja by = 3% ning a; = 2% 1ja by = 3%, kui k > 1. Testa-
me, etigak = 0,1,2,... korral jagub arv 13% + 23% arvuga 24.

Ulesande tingimustest jareldub, et mis tahes k = 0,1,2,... korral on a; paa-
risarv ja by paaritu arv. Seega igak = 0,1, 2,... korral leiduvad positiivsed tdis-
arvud my ja ny nii, et ay = 2my ja by = 2n + 1. Siis

13% + 23% = 132" 4 232+1 = 169"k 4 23 . 232,
Et 169 =1 (mod 24) ja 23 = —1 (mod 24), siis saame
13% 4 23% = 169" + 23 .23%% = 1" 4 (1) - (=1)** =0 (mod 24).

Ulesanne 28. Olgua; = 0,a, = 1jaay = 5a,_1 — ax—p, kui n > 2. Milliste
positiivsete tdisarvude k korral jagub arv a;

a) arvuga 5; b) arvuga 15.
Lahendus.

a) Leiame monede esimeste arvude a; jagamisel 5-ga tekkivad jadgid, kasu-
tades jareldust vordusest ay = 5a5_1 — ax_y:
kui gy, = p (mod 5)jaax_1 =g (mod 5), kus p ja g on tdisarvud nii, et
0< p,qg<5,siisay =57 —p (mod 5).
k |1]2]3|4|5]6]...
ax (mod5)‘0‘1‘0‘4‘0‘1‘...

Et a; jagamisel arvuga 5 tekkiv jadk on tiheselt madratud arvude a4 ja
ax_y jagamisel 5-ga tekkivate jadkidega, siis tekib tsiikkel pikkusega 4. See-
ga vOime vdita, et a; jagub 5-ga parajasti siis, kui k on positiivne paaritu
taisarv.

b) Lahendage ise!
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Niide 29. Olgu antud jadad 1,4,7,10,...ja 9,16,23,30,.... Olgu S; ja S, vas-
tavate jadade 2008 esimesest liikmest koosnevad hulgad. Leiame, mitu vordset
elementi leidub nendes hulkades. Paneme tdhele, et kdik hulga S; elemendid
on kongruentsed 1-ga modulo 3 ja kdik hulga S, elemendid on kongruentsed
2-ga modulo 7. Seega lahendame kongruentside siisteemi

a=1 (mod 3)
a=2 (mod 7).

Esimesest kongruentsist jareldub, et leidub tdisarv s nii, et a = 3s + 1. Seega
kongruents a = 2 (mod 7) on samavéérne jairgmiste kongruentsidega

3s+1 = mod 7
3s = mod 7
6s

—S

Il
O N DN -~ DN
/\/\/B\/\/\
®)
Q.
N
~— — ' ~—

S

millest jareldub, et leidub tdisarv t nii, et s = 7t 4+ 5. Kokkuvdttes saame, et
a =23 +1=237t+5)+1 = 21t + 16. Kuna hulga S; suurim element on
14 3-2007 = 6022, siis 0 < 21t 4 16 < 6022 parajasti siis, kui 0 < t < 286 ehk
hulkades S; ja Sy leidub 287 vérdset elementi.
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