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Sissejuhatus

Arvuteooria tilesandeid esineb peaaegu igal matemaatikavoistlusel, hoolimata
voistluse raskusastmest voi vanuserithmast. Seejuures suure osa arvu-
teooria tilesannete puhul (eriti Eesti-sisestel matemaatikavdistlustel) on tege-
mist jaguvusega. Kuigi jaguvuse ja jaddkidega puututakse kokku juba algklassi-
des, osutuvad need tilesanded dpilastele tihtipeale tile jou kdivateks.

Kéesolev materjal on arvuteooria tilemastme vdistlusiilesannete lahendamis-
oskuse harjutamiseks mdeldud esimene toovihik. Selle vihiku enamus {tilesan-
deid on lahendatavad viie pohimeetodi abil.

Nendeks on teisendusmeetod, algteguriteks lahutamise meetod, jadkide labi-
vaatamise meetod, matemaatilise induktsiooni meetod ning jagatava ja jagaja
hindamismeetod. Lisaks sellele kasutame astmetega jaguvusiilesannete lahen-
damisel nditeks Newtoni binoomvalemit jne.

Kédesoleva materjali pdhieesmérgiks on tutvustada Teile neid lahendamis-
meetodeid, mille pohjal saate lahendada kas analoogiliseid vdi sarnaseid
tilesandeid (kusjuures soovitame enda lahendusi liithidalt kirja panna selleks
eraldatud kohta).



Jaguvus

Definitsioon 1. Utleme, et tiisarv a jagab tiisarvu bja kirjutame a | b, kui leidub
tdisarv ¢, mille korral b = ac. Samuti radgitakse, et arv a on arvu b tegqur. Kui
tdisarv a ei jaga tdisarvu b, siis kirjutame a 1 b.

Sama vorduse b = ac kehtivuse korral titleme ka, et tdisarv b jagub tdisarvuga a
ja kirjutame b : a. Samuti radgitakse, et arv b on arvu a kordne.

Miirkus.
e Kui tdisarv a jagab tdisarvu b, siis — on ka tdisarv.
a

e Kuna 0 =a-0,siisa | 0 iga tdisarvu a korral. Mérgime, et 0 { b iga nullist
erineva tdisarvu b korral.

e Fikseeritud tdisarvu a korral leidub l6pmata palju arvu a kordseid:

0, +xa, t2a,=+3a,...

Lause 2. Olgu a, b ja c tiisarvud. Kehtivad jirgmised omadused:
a) a | a (refleksiivsus);
b) kuia | bjab|c, siisa | c (transitiivsus);
c) kuia|bjab #0,siis |a| < |b|;
d) kuia|bjaalc,siisa | xb+ yc suvaliste tdisarvude x ja y korral;
e) kuia|bjaa|b+tc, siisalc;

f) kuia|bjab|a,siis |a| = |b|;
Q) kuia|b]'ab7é0,siisg|b;

h) kuic # 0, siis a | b parajasti siis, kui ac | bc.

Miirkus. Stimbol |a| téhistab nagu ikka arvu a absoluutvéértust.



Toestus. Lause 2 vdidete tOestamiseks peaks vahetult kasutama jaguvuse
definitsiooni 1. Siinkohal toome koikide védidete tdielikud tdestused koos
vajalike kommentaaridega, seejdrel anname ka Teile voimaluse sarnaste
toestuskdikude proovimiseks tilesande 4 lahendamisel.

a)

b)

d)

f)

g)

h)

Selleks et tdisarv a jagaks tdisarvu a, peab definitsiooni jdrgi leiduma
selline tdisarv ¢, mille korral 2 = ac. Ilmselt selline arv leidub, nimelt
c=1.

Teame, et a | b, see tdhendab, et leidub selline tdisarv d, et b = ad.
Analoogiliselt, kuna b | ¢, siis leidub selline tiisarv e, et c = be. Seega

c = be = (ad)e = (de)a,
millest jareldub vaide a | c.

Tingimusest a | b jareldub, et leidub selline tdisarv ¢, et b = ac. Viimasest
vordusest aga jareldub vordus |b| = |al|c|. Kuna b # 0, siis |¢| > 1. Seega
saame

[b] = lallc| > |a].

Teame, eta | bjaa | ¢, seega leiduvad sellised tdisarvud djae, et b = ad ja
c = ae. Siis mistahes tdisarvude x ja y korral kehtib vordus

xb +yc = x(ad) + y(ae) = (xd + ye)a,
mis tdestab viite.

Tingimustesta | bjaa | b £ c jareldub, et leiduvad sellised taisarvud d ja
e, et b =adja b+ c = ae. Neid vordusi kasutades saame

tc=ae—b=ae—ad=(e—d)a
ehkc = £(e — d)a.
Kunaa | bjab | a,siisa # 0jab # 0. Kasutades viidet c), saame |b| > |a|
ja |a] > |b|, millest jareldub vordus |a| = |b|.
b " b
Kuna a | b, siis _on nullist erinev tdisarv. Utleme, et o =c # 0. Sellest
aga jareldub, et b = ac ehk ¢ | b.

Tingimusest a | b saame, et a # 0 ja leidub selline tdisarv d, mille korral
b = ad. Nuid vaited a # 0ja c # 0 kehtivad parajasti siis, kui ac # 0.
Seega vordus b = ad kehtib parajasti siis, kui bc = (ac)d. O
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Uks just tdestatud lause vdidetest omab ka konkreetset tdhendust. Selle jargi
voib lihtsalt kindlaks teha, kas fikseeritud tdisarvul on paaris voi paaritu arv
tegureid. Proovige endale selgeks teha, millist vdidet voib selleks kasutada, ja
seejargi lahendada jargmist tilesannet.

Ulesanne 3. Olgu 7 positiivne tdisarv.

a) Pohjendage, et kui arvul n on tdpselt 2009 erinevat positiivset tegurit, siis
see on mingi tdisarvu ruut.

b) Leidke arvu n erinevate positiivsete tegurite korrutis, kui neid on tdpselt
2008.

Lahendus.

Ulesanne 4. Olgu a, b, c ja d taisarvud. Téestage jargmised omadused:
a)1l|a;

b) 0 | a parajasti siis, kuia =0;

c) kuia | b, siis a | be suvalise tiisarvu e korral;
d) kuia | bjac|d, siis ac | bd;

e) kuia | bc ning a ja c on thistegurita, siis a | b.

Toestus.




12n+1
Nidide 5. Nditame, et murd ﬁ on taandumatu mistahes positiivse tdisar-

vu n korral. Murd on taandumatu, kui murru nimetajal ja lugejal ei leidu {iihist
tihest erinevat tegurit.

Oletame vastuviiteliselt, et selline tegur leidub. Utleme, et a | 12n + 1 ja
a | 30n + 2, kus a > 1. Siis leiduvad sellised tdisarvud bjac, et 12n+1 = ab
ja 30n + 2 = ac. Lahendades vorrandististeemi, saame vorduse a(5b — 2c) = 1,
mis on vastuolus tdisarvu a valikuga (meil on eeldatud, et a > 1).

21n + 4
14n + 3

Ulesanne 6. Toestage, et murd on taandumatu mistahes positiivse

taisarvu 7 korral.

Toestus.

Definitsioon 7. Olgu a, b, q ja r tdisarvud, kusjuures 0 < r < a. Kui kehtib
vordus b = aq + r, siis deldakse, et arv r on arvu b jagamisel arvuga a tekkiv
jidk.

Jargmist tulemust nimetatakse jaguvuse algoritmiks ja see mangib vaga
tahtsat rolli arvuteoorias.

Lause 8. Mistahes positiivsete tiisarvude a ja b korral leiduvad iiheselt midratud tiis-
aroud g jarnii,etb =aq+r, kus0 <r < a.

Toestus. Selleks, et tdestada seda lauset, peame nditama kahte asja: esimesena
peaks tdestama, iga paari (a, b) korral leidub vihemalt iiks vastava omadusega
paar (g, ), ja teisena, et leidub parajasti iiks selline paar.

Kuna a ja b voivad olla suvalised positiivsed tdisarvud, siis paari (g,7)
olemasolu nditamiseks peaks ldbi vaatama kolme juhtumit: a > b, a = b ja
a <b.

1. Juhul kuia > b, votame g = Ojar = b < a. Seega (gq,7) = (0, D).

2. Juhul kui a = b tdestage ise!




3. Juhul kui a < b, leidub selline positiivne tdisarv c nii, et ac > b. Olgu g
koige vidiksem positiivne tdisarv, mille korral a(q + 1) > b (sellest jérel-
dub, eta > b — ag). Siis ag < b. Vottesr = b — aq saame, et b = aq +r, kus
0<r<a.

Sellega on paari (g,7) olemasolu tdestatud.

Niitid nditame, et leidub parajasti tiks selline paar. Oletame vastuvditeliselt, et
positiivsete tdisarvude a ja b korral leiduvad erinevad positiivsete tdisarvude
paarid (q1,71) ja (g2, 72) nii, et b = ag1 +r1jab = aga + 12, kus 0 < 11,1, < a. Siis
vordusest ag; + 11 = agp + r, saame, et

a(g1 — qo) =12 —11.

Seega a | rp — r1. Tingimusest 0 < 7,7, < a jareldub, et |r, — r1| < a. Seega
a | r, — rq parajasti siis, kui |r, — r1| = 0 ehk r; = r,. Ilmselt ka g1 = g. Saadud
vastuolu tdestab lause. ]

Ulesanne 9. Olgu p > 61 algarv (algarvuks nimetatakse arvu p > 1, mille ainu-
kesed positiivsed tegurid on 1 ja p). Kas arvu p jagamisel arvuga

a) 30, b) 60

tekkiv jaak voib olla kordarv?

Lahendus.

a) Olgu p = 309 +7r, kus 0 < r < 30. Toestame, et r ei vdi olla kordarv.
Oletame vastuvditeliselt, et ¥ avaldub kujul r = ab, kus 1 < 4,b < rja

vdhemalt {iks tdisarvudest a ja b on v 30-st vdiksem. Et arv 30 jagub koigi

Vv 30-st vdiksemate algarvudega (st arvudega 2, 3 ja 5), siis nii 30q kui ka r
jaguvad tihega neist arvudest. See aga tdhendab, et selle arvuga jagub ka
algarv p, mis on voimatu. Seega r ei voi olla kordarv.

b) Lahendage ise!




Arvuteooria vdistlusiilesannete hulgas on vdga palju jargmise kujuga
tilesandeid: "TOestage, et mistahes tdisarvu(de) korral iiks avaldis (voi arv)
jagab teist avaldist". Nende tilesannete lahendamise kdigus voib kasutada mitut
erinevat ldhenemist.

Niide 10. Esimeseks voimaluseks on vastava avaldise otsene teisendamine
kujule, millest kasutades jaguvuse definitsiooni vdi omadusi saab jareldada vai-
te. Toestame, et kuia — b | ac + bd, siisa — b | ad + bc suvaliste tdisarvude a, b, ¢
ja d korral. Selle iilesande 16ppeesmaérgiks on avaldise ad + bc esitamine selliste
avaldiste summana, mis jaguvad avaldisega a — b. Tingimusest teame, et aval-
dis a — b jagab avaldisi x(a — ) ja y(ac + bd) suvaliste tdisarvude x ja y korral.
Kuna

ad+bc=a(d+c—c)+blc+d—d)=(ac+bd)+ (d—c)(a—Db),
siis lause 2 viite d) pohjala — b | ad + be.

Niide 11. Toestame, et mistahes positiivsete tdisarvude a ja b korral arv 3a + 7b
jagub arvuga 83 siis ja ainult siis, kui 254 + 3b jagub arvuga 83. Selle tdesta-
miseks piisab tuletada vordus

11(3a +7b) +2(25a + 3b) = 83(a + b).

Ulesanne 12. Antud tiisarvude a, b, c, d ja n korral kehtivad n | ad —bc, n | a —b
ning arvude b ja n ainsad tihised jagajad on +1. Testage, et n | ¢ — d.

Toestus.

Ulesanne 13. Toestage, et mistahes positiivsete tdisarvude a ja b korral arv
2a + 3b jagub arvuga 17 siis ja ainult siis, kui 9a + 5b jagub arvuga 17.

Toestus.




Niide 14. Niiiid nditame, et avaldis n° — n jagub arvuga 30 iga taisarvu n korral.
Teisendame avaldist:

W —n=nn*-1)=nm®*-1)n*+1)=nn—-1)n+1)(n*+1).

Niitd peaks tdoestama, et nelja teguri korrutis jagub 30-ga. Paneme tdhele, et
30 = 2-3-5, kus 2, 3 ja 5 on paarikaupa tihistegurita. Seega 30-ga jaguvuse
nditamine on samavdadrne sellega, kui nditame, et arv jagub kahega, kolmega ja
viiega.

Naitame jaguvust kahega. Korrutis n(n — 1)(n + 1)(n* + 1) sisaldab tegurit
n — 1 ja tegurit n, mis on kaks jdrjestikust tdisarvu. Seega iiks neist peab ja-
guma kahega ning kogu korrutis peab jaguma kahega.

Kolmega jaguvuse tdestamine on analoogne, kuna n — 1, n ja n + 1 on kolm
jarjestikust tdisarvu. Nendest tapselt iiks jagub kolmega ning seega ka kogu
korrutis jagub kolmega.

Viiega jaguvuse nditamisel médrkame, et kui tiks teguritest n — 1, n véi n + 1
jagub viiega, siis jagub ilmselt kogu korrutis viiega. Kui aga tikski nendest ei ja-
gu viiega, siis kuna viiest jarjestikusest tdisarvust tdpselt iiks jagub viiega, peab
viiega jaguma n — 2 v6i n 4 2 (need pole aga vaadeldava korrutise teguriteks).
Meil on vaja naidata, et molemal juhul jagub ka n* + 1 viiega (mis on vaadelda-
va korrutise teguriks). Teeme avaldisega n* + 1 teisenduse

W +1=m>—4)+5=n—-2)(n+2)+5,

millest on niha, et kui n — 2 v&i n + 2 jagub viiega, siis ka #* + 1 jagub viiega.
Seega oleme ndidanud viiega jaguvuse koigi voimalike juhtude jaoks.
Vaatame korra iilesandele tagasi ning votame kokku, mis me sellest dppisi-
me. Kdige pealt viisime avaldise sobivale kujule ning 30-ga jaguvuse asemel
vaata-sime jaguvust kahe, kolme ja viiega (algteguriteks lahutamine). Seejarel
kasutasime, et k-st jarjestikusest tdisarvust tapselt tiks jagus arvuga k. Lopus
kasutasime avaldise teisendamist kujule, kus kdik liidetavad jaguvad soovitud
arvuga.

Nidide 15. Jargmisena leiame koik positiivsed tdisarvud n, mille korral arv

n® — n? jagub arvuga 72. Lahutame arvu n® — n? teguriteks:

n—n? = n?*(n®—-1) =
= (- 1)(n*+1) =
= *(n—1)n+Dn*—n+1)(n*+n+1).

Et 72 = 8- 9 ning arvud 8 ja 9 on iihistegurita, piisab uurida, millal arv n® — n?

jagub arvudega 8ja 9.



e Niitame koigepealt, et arv n® — n? jagub alati arvuga 9. Vaatleme kolme

juhtu (séltuvalt sellest, millist jadki annab arv n jagamisel kolmega):
1. kui n = 3k, siis tegur n* = (3k)* = 9k* jagub iiheksaga;
2. kui n = 3k + 1, siis molemad tegurid n — 1 = 3kjan*+n+1 =
3(3k* + 3k + 1) jaguvad kolmega;
3. kui n = 3k — 1, siis molemad tegurid n +1 = 3kjan*—n+1 =
3(3k* — 3k + 1) jaguvad kolmega.
Seega igal vaadeldud juhul arv n® — n? jagub arvuga 9.
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e Vaatleme niitid arvu n® — n? jaguvust arvuga 8. Niiiid vaatleme kahte
juhtu (sdltuvalt sellest, kas n on paaris voi paaritu arv):

1. kui n = 2k, siis ainus paarisarvuline tegur on n* = (2k)* = 4k*, mis
jagub arvuga 8 siis, kui k jagub kahega ehk kui # jagub neljaga;

2. kuin = 2k+1,siis (n —1)(n + 1) = 4k(k + 1) jagub arvuga 8, sest
kahe jarjestikuse arvu korrutis k(k + 1) jagub alati kahega.
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Seega vastuseks saame, et arv n® — n? jagub arvuga 72 siis ja ainult siis, kui 7 ei

jagu neljaga.
Ulesanne 16. Toestage, et
a) mistahes kahe paaritu arvu ruutude vahe jagub arvuga 8;

b) mistahes kahe kolmest mittevdiksema algarvu ruutude vahe jagub
arvuga 24.

Toestus.




Ulesanne 17. Toestage, et iga naturaalarvu a ja b korral ab(a* — b*) jagub
arvuga 30.

Toestus.

Ulesanne 18. Toestage, et suvaliste tiisarvude a, b ja ¢ korral 7 | a® + b + ¢?
parajasti siis, kui 7 | a* + b* + c*.

Kas kehtib ka jargmine vdide: suvaliste tdisarvude a, b, ¢ ja d korral
7 | a® + b* + ¢* + d* parajasti siis, kui 7 | a* + b* + ¢* + d*?

Toestus.

Edaspidi radgime veel iihest meetodist, mida jaguvusiilesannetes tihti kasuta-
takse. Kui on vaja tdestada, et mingit astet sisalduv avaldis jagub teise
avaldisega (vdi arvuga), siis on tarvis kasutada jargmisi teadmisi:

e mistahes tidisarvude a ja b ning iga tiisarvu n korral a — b | a" — b" , sest

a"—b"=(a—0b)(a" ' +a" ' +a" P + .. +a VD)

e mistahes tdisarvude a ja b ning iga paaritu tidisarvu n korrala+b | a" 4+ b",
sest

a"+b" = (a+Db)(a" ' —a" +a" W — . —ab" 0.
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Niisuguste iilesannete lahendamise teiseks meetodiks on Newtoni binoomva-
lemi rakendamine:

= (oot (e (1 e

n n!
- — 1 ': . . . .
kus (k) Kiln — K] jam =1-2-3-...-m.

32009 T 72009

Nidide 19. Naitamiseks, et arv 10 jagab arvu piisab kasutada

a+b|a+ 0"
markides, et 2009 on paaritu arv.

Niide 20. Niitid kasutame molemat meetodit jargmise iilesande lahendamisel.
Toestame, et iga positiivse tiisarvu n korral arv (n +1)" — 1 jagub arvuga n?.

e Kasutades samasust
a"—b"=(a—b)(a" " +a" +.. + D)
juhula =n+1jab = 1saame
m+1)"—1=mn+1-1)(n+)" '+ (n+1)">+...+1),

kus esimene tegur on 7 ja teine tegur koosneb n liidetavast, mis koik
annavad n-ga jagamisel jadgi 1. TOestage see vdide ise (iilesanne 21). Seega
nii esimene kui ka teine tegur jagub arvuga n ning kogu korrutis jagub
arvuga n’.

Ulesanne 21. Arv 4 annab arvuga k jagamisel jasgi 1. Toestage, et ka selle mis
tahes positiivse astendajaga aste 4 annab k-ga jagamisel jaagi 1.

Lahendus.
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e Rakendades Newtoni binoomvalemit a = 1ja b = n korral ning arvesta-

n
des, et ( 1) — 1, saame

(n+1)”—1:1—|—n-n+(Z)n2+...+(nil)n”_l—l—n”—l,

kus paremal pool pidrast esimese ja viimase liikme koondamist koik {ile-
jaanud liikmed jaguvad arvuga n°.
23n+1 _‘_33n+2.

Ulesanne 22. Testage, et mistahes naturaalarvu n korral 19 | 5 -

Toestus.

Ulesanne 23. Leidke arvu 112°% kaks viimast numbrit.

Lahendus.

12



Jargnevas kasutame matemaatilise induktsiooni meetodit jaguvustilesan-
nete lahendamiseks. Olgu A(n) tildvaide, mille parameetri n véimalikud vaar-
tused on naturaalarvud. Selle tdestamiseks tuleb ndidata kahe eelduse taide-
tust:

I vaide A(1) kehtib, kus 1 tdhendab parameetri n esimest vdimalikut vaar-
tust (induktsiooni baas);
IT iga naturaalarvu k puhul sellest, et vdide A (k) kehtib, jareldub, et ka vaide
A(k 4+ 1) kehtib (induktsiooni samm).
Siis saab tildistada, et vdide A(n) kehtib mistahes naturaalarvu n korral.

Nadide 24. Matemaatilise induktsiooni abil tdestame, et kdik arvud 10017,
100117, 1001117 jne jaguvad arvuga 53. Induktsiooni baasi tdestamiseks peaks
nditama, et esimene arv 10017 jagub arvuga 53. Kontroll nditab, et

10017 = 53 - 189.

Niitd oletame, et arv 10011...117 jagub arvuga 53 ja nditame, et ka temast

k
jargmine arv 10011...1117jagub arvuga 53. Selleks leiame nende arvude vahe:

k+1
_ _ _ 10k 10k
10011.k..11117 10011.1.(.117—(1001 100) - 10" =901 - 10*"".
+

Kuna eelduse kohaselt arv 100 11 k 117 jagub 53-ga ja

901 - 101 = 53.17. 10!

jagub 53-ga, siis ka 10011...1117 jagub arvuga 53.

k+1
Lopuks saame iildistada, et matemaatilise induktsiooni kaudu koéik arvud
10017, 100117, 1001117, jne jaguvad arvuga 53.

Ulesanne 25. Toestage, et kdik arvud 120308, 1203308, 12033308, 120333308, jne
jaguvad arvuga 19.

Toestus.
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Niide 26. Toestame, et iga naturaalarvu n korral 133 | 11" + 12%"~1, Kontrol-
lime viite digsust kui n = 1. Saame 11? + 12 = 133 ja ilmselt 133 | 133.

Niitd oletame, et n = k korral 133 | 11T 4 1221 ja nditame, etkan = k+1
korral vaide kehtib:

11(k+1)+1 + 122(k+1)—1 _ 11k+2 + 122k—|—1 —11- 11k+1 + 122 . 122k—1 —

— 11- (11’<+1 4 122’<—1> +F12% (1222 11) =

— 11 llk+1 + 122k—1_'_122k—1 . 135
1133 1133
Seega iga naturaalarvu n korral 133 | 11"+! 4 122" 1,

Ulesanne 27. Testage, et iga naturaalarvu n > 1 korral arv 2% + 1 16peb
numbriga 7.

Toestus.
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